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摘　　要

研究无穷维H ilbert空间中,湿大气运动系统解的长期行为,在导得了湿大气运动方程是

H ilbert空间中一个非常特殊的算子方程之后,利用算子的性质讨论了全局吸收集和全局吸

引子的存在性,揭示出系统解的渐近行为表现在吸引子的结构上及系统向非绝热加热的非线

性适应过程。最后指出了几个简化方程组与原方程组在解的长期行为上的根本不同,从而给

出长期天气或气候研究中简化方程组必须遵循的原则。

关键词: 湿大气方程组,算子方程,全局吸引子,非绝热加热,渐近行为。

1　引　言
长期数值天气预报,不同于短期数值预报,也不同于中期数值预报。一个长期天气数

值预报的模式应当能够抓住实际大气过程的主要特征和各个主要方面,对非主要方面应

作必要的省略和近似[ 1 ]。而长期天气的主要特征及大气方程简化的原则是什么呢?这就必

须要了解长期天气模式应有的特征, 需要进行基础理论研究。丑纪范、W ang, L ion s

等[ 2—9 ]对此做了大量的研究工作。这些研究表明,不论初始状态如何,系统的状态都将随

着时间的增长,演变到全局吸引子的点集之中。这就揭示出有强迫和耗散的系统向外源的

非线性适应过程。

上述工作都是针对干空气而进行的。而大气中含有水汽,水汽相变所造成的潜热释放

是大气获得热量的主要方式之一。因此,完整的大气应是考虑了水汽变化的湿大气。对于

湿大气运动,系统解的长期行为是怎样的?具有哪些主要特征呢?其简化应遵循什么原则?

文中主要讨论这些问题。

2　基本方程及其算子形式
球坐标系 (r, Η, Κ, t) 下,湿大气运动方程为:

dV Κ

d t
+ F 1V Η + F 2V r +

1
ΘrsinΗ

5p
5Κ- N Κ - F Κ = 0 (1)
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dV Η

d t
- F 1V Κ +

V Η

r
V r +

1
Θr

5p
5Η - N Η - F Η = 0 (2)

dV r

d t
- F 2V Κ -

V Η

r
V Η + g +

1
Θ

5p
5r

- N r - F r = 0 (3)

dΘ
d t

+ Θ( 1
rsinΗ

5V Κ

5Κ +
1

rsinΗ
5V ΗsinΗ

5Η +
1
r2

5r2V r

5r
) = 0 (4)

cV
dT
d t

+ p
d
d t

( 1
p

) = Q (5)

dq
d t

= S (6)

p = ΘR (1 + C q) T (7)

其中
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Μ
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5Η +
1

Θr2
5
5r

k r r
2 5V r

5r

C = (R v - R ) öR

Μ= ΛöΘ为运动的分子粘性系数, Λ为动力的粘性系数, k Κ, k Η, k r分别为水平和垂直方向上

的湍流粘性系数, R , R v分别为干空气、水汽的比气体常数。单位质量空气的非绝热加热率
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Q 分为4部分:

Q = (Ε1 + Ε2 + Ε3 + Ε4) öΘ

Ε1, Ε2, Ε3, Ε4 分别表示由辐射、水气相变、分子热扩散、湍流热交换所造成的热流入量

Ε2 = - ∆LW

L 为相变潜热,W 为水汽相变所造成的水汽流入量, ∆为判别函数,它是一诊断方程 ∆ =

∆(V Κ,V Η,V r, Θ, T , q) ,

∆ =
1,　有水汽相变

0,　无水汽相变

单位质量水汽流入量 S 分为3部分:

S = (S 1 + S 2 + S 3) öΘ

S 1, S 2, S 3 分别表示由相变、分子扩散、湍流输送所造成的水流流入量, S = ∆W。

方程 (1)— (7)的求解区域为 8 = S 2× (rs, r∞) ,这里 rs = rs (Κ, Η) 为经度是Κ,余纬为

Η的地球表面至地心的距离, r∞为任意大正数, 0 < rs < r∞ < ∞。边界条件可取为:

在地表面 r = rs 上,

(V Κ,V Η,V r) = 0 (8)

5T
5r

= Αs (T - T s) (9)

5q
5r

= Βs (q - qs) (10)

若考虑地形作用,则式 (8)可改为

5
5r

(V Κ,V Η) = CDK (V a ,V Η)

V r = V h sõ ¨ h rs =
V r

rs sinΗ
5rs

5Κ +
V Η

rs

5rs

5Η

(8′)

在本文中用式 (8)或用 (8′)所得结论是一致的。式 (9)、(10)中 T s = T s (Κ, Η; t) , qs = q s (Κ,

Η; t) ,分别为地表面上的温度、湿度, Αs, Βs 为与湍流扩散率有关的参数, 式 (8′) 中 CDK =

CDK (Η, Κ) 是与拖曳系数 (取决于地面粗糙度、稳定度等) 和湍流涡动有关的系数, Αs, Βs,

CDK ∈L ∞ (S 2) ∩R +。

在大气层顶 r = r∞上,有

Θ(V 2
Κ,V 2

Η,V 2
r , 5 , T , q) = 0

5
5r

(V Κ,V Η) = 0,　　　V r = 0

5
5r

(T , q) = 0

(11)
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其中 5 = g r。

初始条件为

(V Κ,V Η,V r, Θ, T , q) û t= 0 = (V 0
Κ,V 0

Η,V 0
r , Θ0, T 0, q0) (12)

　　令 Υ= (V�Κ,V�Η,V� r, Θζ, T�, qυ)′, 其中符号 ′表示转置,V�Κ = Θ3 V 3
Κ ,V�Η = Θ3 V 3

Η ,V� r =

Θ3 V 3
r , Θ= 5 Θ3 , T� = Θ3 T 3 , qυ= Θ3 q3 ,V 3

Κ = V Κö 2 ,V 3
Η = V Ηö 2 ,V 3

r = V rö 2 ,

Θ3 = Θ, T 3 = cV T , q3 = L q。则方程 (1)— (7)可化为等价的算子方程:

5Υ
5t

+ N (Υ) Υ+ L (Υ) Υ= Φ(Υ) (13)

Υû t= 0 = Υ0 (14)

其中
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V Η

r
0

1
Θ3 r

5
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V Η

r L
g

25
1

Θ3
5
5r

G 0

0 0 -
g

25 L 0 0

G
rsinΗ
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0 0 0 0 0 L

L (Υ) =
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5Κ l1 - Λl4 - l -

Λ
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5
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5Κ l3 0 0 0

-
Λ

3Θ3 r
5
5Η l1 -

Λ
3Θ3 r

5
5Η l2 - Λl4 - l -

Λ
3Θ3 r

5
5Η l3 0 0 0

-
Λ

3Θ3
5
5r

l1 -
Λ

3Θ3
5
5r

l2 -
Λ

3Θ3
5
5r

l3 - Λl4 - l 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 - l5 - l5′ 0

0 0 0 0 0 - l6 - l6′

Ν(Υ) = (0, 0, 0, 0, (Ε1 + Ε2 + CδΑsT s) ö2T�, (∆LW + RδΒsq s) ö2qυ)′

L =
1
2

(0 + + )
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C
δ = C K + C K

C K = K rs r
2
söC r

C K = K r r
2
söC r

Rδ = R Γ + R Χ

R Γ = Γrs r
2
s öC r

R K = Χr r
2
söC r

这里 C r =∫
r∞

rs

r2d r ∈ R + , K Κ, K Η, K r 分别为水平和垂直方向的湍流导热系数, K Κ, K Η,

K r分别为水平和垂直方向的分子热扩散系数, ΓΚ, ΓΗ, Γr 分别为水平和垂直方向上水汽的

湍流扩散系数, ΧΚ, ΧΗ, Χr 分别为水平和垂直方向上水汽的分子扩散系数。设方程组 (1)—

(7)对动力分析是适合的。

3　算子的特性及物理意义
令H 0 (8 ) 为下述范数下的完备化空间

‖Υ‖0 = (Υ, Υ) ∀ã (15)

(Υ1, Υ2) =∫8 Υ′1Υ2d8

=∫
2Π

0∫
Π

0∫
r∞

rs

Υ′1Υ2 r2 sinΗd rdΗdΚ (16)

Π Υ= (V�Κ,V
�

Η,V
�

r, Θζ, T
�, qυ)′。显然, H 0 (8 ) 为一H ilbert 空间。令N 3 (Υ)、L 3 (Υ) 为N (Υ)、

L (Υ) 的伴随算子 ,则有

　　性质 1 N (Υ) = - N 3 (Υ) (17)

L (Υ) = L 3 (Υ) (18)

称L (Υ) 为自伴算子,N (Υ) 为反伴算子。

性质 2　　　L (Υ) 是对称的,N (Υ) 是反对称的。

即 (Υ,L (Υ) Υ2) = (L (Υ) Υ1, Υ2) (19)

(Υ1,N (Υ) Υ2) = - (N (Υ) Υ1, Υ2) (20)

Π Υ, Υ1, Υ2 ∈H 0 (8 )。

　　性质 3 (Υ,L (Υ) Υ) ≥ 0 (21)

(Υ,N (Υ1) Υ) = 0 (22)

Π Υ, Υ1 ∈H 0 (8 ) ,式 (21) 中等号只在‖Υ‖0 = 0时成立。
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　　性质 4 (Υ,L (Υ) Υ) = (7 ,L
�7 ) (23)

其中

7 = (V 3
Κ ,V 3

Η ,V 3
r , Θ3 , T 3 , q3 )′

L� =

-
Λ

3rsinΗ
5
5Κ

1
rsinΗ

5
5Κ - Λ∃ - l′ -

Λ
3rsinΗ

5
5Κ

1
rsinΗ

5
5Η sinΗ -

Λ
3rsinΗ

5
5Κ

1
r2

5
5r

r2 0 0 0

-
Λ
3r

5
5Η

1
rsinΗ

5
5Κ -

Λ
3r

5
5Η

1
rsinΗ

5
5Η sinΗ- Λ∃ - l′ -

Λ
3r

5
5r

1
r2

5
5r

r2 0 0 0

-
Λ
3

5
5r

1
rsinΗ

5
5Κ -

Λ
3

5
5r

1
rsinΗ

5
5Η sinΗ -

Λ
3

5
5r

1
r2

5
5r

r2 - Λ∃ - l′ 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 - lπ5 - lπ5
′ 0

0 0 0 0 0 - lπ6 - lπ6
′

l′= Θ3 lΘ3

lπ5 = Θ3 l5Θ3

lπ5
′= Θ3 l5

′Θ3

lπ6 = Θ3 l6Θ3

lπ6
′= Θ3 l6

′Θ3

令‖õ‖表示L 2 (8 ) 中范数,则

‖Υ‖0 = (‖V
�

Κ‖2 + ‖V
�

Η‖2 + ‖V
�

r‖2 + ‖Θζ‖2 + ‖T
�‖2 + ‖qυ‖2) ∀ã (24)

在H 0 (8 ) 中,可赋以如下等价范数

‖Υ‖0 = (‖V�Κ‖2 + ‖V�Η‖2 + ‖V� r‖2 + ‖Θ3 ‖2 + ‖T�‖2 + ‖qυ‖2) ∀ã (25)

令H 1 (8 ) 为下述范数下的完备化空间

‖7 ‖1 = (‖V 3
Κ‖2

H 1 + ‖V 3
Η‖2

H 1 + ‖V 3
r ‖H 1

+ ‖Θ3 ‖2 + ‖T 3 ‖2
H 1 + ‖q3 ‖2

H 1) ∀ã (26)

其中 7 = (V 3
Κ ,V 3

Η ,V 3
r , Θ3 , T 3 , q3 )′,‖ õ ‖H 1 取 H 1 (8 ) 中范数, H 1 (8 ) 是标准的

Sobo lev空间。令

û7 û 1 = (‖V 3
Κ‖2

H 1 + ‖V 3
Η‖2

H 1 + ‖V 3
r ‖2

H 1 + ‖T 3 ‖2
H 1 + ‖q3 ‖2

H 1) ∀ã (27)

由质量守恒定律 (即方程 (4)沿 8 积分)

∫8 Θd8 = M Θ = 常数 (28)

有
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引理 1　存在常数C > 0使得

‖Υ‖2
0 ≤C‖7 ‖2

0 (29)

ûΥû 2
0 ≤C û7 û 2

0 (30)

Π Υ= (V�Κ,V�Η,V� r, Θζ, T�, qυ)′, 7 = (V 3
Κ ,V 3

Η ,V 3
r , Θ3 , T 3 , q3 )′∈H 0 (8 )。

引理 2　存在常数C 1 > 0使得

C 1û7 û 2
1 ≤ (L�7 , 7 ) (31)

Π 7 = (V 3
Κ ,V 3

Η ,V 3
r , Θ3 , T 3 , q3 )′∈H 1 (8 )。

算子N (Υ) 是一个非线性算子,系统固有的非线性过程蕴含其中。根据N (Υ) 的具体

构成,算子N (Υ) 代表了系统能量转换的可逆 (绝热) 过程以及对能量形式不发生转换的

过程。平流过程,地转偏向力及地球曲率效应等是对能量形式不起作用的过程。平流过程

处于其对角线上,它只能改变量在空间分布上的变化,从全球范围上说,它对总能量没有

贡献。地转偏向力和地球曲率效用不做功,对能量没有影响。气压梯度力和重力作用是系

统三种能量即动能 K ,位能 5 和内能 e之间的可逆 (绝热) 转换过程。算子N (Υ) 的反伴性

表明,若有一种可逆转换作用使得一种能量向另一种能量转换,那么必会有另一种可逆转

换作用使得与前述作用在数量上相等而转换方向相反。总之,算子N (Υ) 所概括的上述过

程,它们对系统能量之间的转换率的总和为零,因而N (Υ) 对总能量没有贡献。算子N (Υ)

的反伴性是这一物理本质的深刻体现。

算子N (Υ) 代表系统摩擦耗散作用,是系统能量转换的不可逆 (非绝热) 过程。其自伴

非负性表明其总是耗散系统的能量,使系统能量的“品质”降低。

4　解的渐近行为
首先有

定理 1　算子方程 (13) , (14)的解 Υ满足

‖Υ( t)‖2
0+ 2C 1∫

t

0
ûK�Υ( t) û 1d t

≤‖Υ0‖2
0 + 2∫

t

0
(Ν(Υ, t) , Υ( t) ) d t,　　t∈ [0, T ] (32)

其中C 1 为式 (31) 给出, K� = diag (1öΘ3 , 1öΘ3 , 1öΘ3 , 1ö 5 , 1öΘ3 , 1öΘ3 )。

进一步,由引理 1, 2及 Gronw all不等式有

定理 2　算子方程 (13)、(14)的解 Υ满足

‖Υ‖2
0 ≤ {‖Υ0‖2

0 + 2∫
t

0
eC� t (Cm + ûΝ( t) û ) d t}e- C�t (33)

t∈ [0, T ], C
�, Cm 为大于 0的常数, ûΝ( t) û =∫8 {ûΕ1 ( t) û + ûC

δΑsT s ( t) û + ûR
δΒsq s ( t) û}d8 。

在实际中,外源强迫是有界的,即可有假定
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0 < ûΝ( t) û ≤M < ∞ (34)

于是有

定理 3　在式 (34)的假定下,方程 (13)、(14)的解满足

(1) 若 Υ0 ∈B k ,则对 Π t≥ 0, Υ( t) ∈B k;

(2) 若 Υ0 | B k ,则对 Π t≥ Σ, Υ( t) ∈B k ,

这里

B K = {Υ= (V�Κ,V�Η,V� r, Θζ, T�, qυ)′∈H 0û‖Υ‖2
0 ≤ K } (35)

Σ=
1

C
� ln
‖Υ0‖2

0 - M 1

K - M 1
(36)

K > M 1 (37)

M 1 =
2 (Cm + M )

C�
(38)

C
�, Cm 为式 (33)所给。

此定理表明,算子方程 (13)、(14)存在全局吸收集B K ,B K 外的点所表示的状态只有

暂时意义,系统的长期行为只取决于有界球体B k。

方程 (13)、(14)定义了一个半群算子 S ( t) : H 0 →H 0,使得 S ( t) Υ0 = Υ( t) , 定义

S ( t)R = {S ( t) Υ0ûΠ Υ0 ∈R < H 0} (39)

令

A = ∩
S≥0
∪
t≥s

S ( t)B K (40)

(其中闭包在H 0 中取) ,则有

定理 4　A 满足:

(1) A 是H 0 中的有界集;

(2) A 是半群 S ( t) 的泛函不变集;

(3) A 是一致吸引H 0 中的任一有界集;

(4) A 是半群 S ( t) 的全局吸引子,也是H 0 中的最大吸引子。

定理 4表明,当 t→∞时,系统将趋于全局吸引子A ,即湿大气运动方程组解的渐近

行为表现在全局吸引子A 的结构上。吸引子A 反映了系统的终态。这个终态取决于非绝

热加热的变动情况。从物理上讲,就是系统具有向非绝热加热的非线性适应过程。

5　几个简化模式的特征
由于原始大气方程组的复杂性,因此在研究时经常要对它进行简化。比较有代表性的

简化是: (1)把它当作是绝热无摩擦 (非线性)系统,即方程 (13)变为

5Υ
5t

+ N (Υ) Υ= 0 (41)
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(2)把它当作是强迫耗散的线性系统,即方程

5Υ
5t

+ N (Υλ) Υ+ L (Υλ) Υ= Ν(Υλ) (42)

(其中 Υλ已知且与 Υ无关; Υλ可看成是 Υ的某种平均,线性化小扰动法即是如此)。那么,上

述简化方程与原方程在解的长期行为上有什么本质不同呢? 下面就讨论这个问题。

定理 5　方程 (41)有能量守恒性质。

对 (41)两边和 Υ作H 内积,立即可得

d
d t
‖Υ‖2

0 = 0 (43)

即

‖Υ‖2
0=∫8 (

V 2
Κ + V 2

Η + V 2
r

2
+ Υ+ cV T + L q) Θd8

= ‖Υ0‖2
0 = 常数 (44)

这表明,把大气看作是绝热无耗散的保守系统有能量守恒性质,初值的影响不衰减并延续

至无穷。初值一旦确定,系统将在同一等能量面上运动,而不存在吸引子。同时,根据L i2
ouville定理,保守系统的相空间体积在运动过程中是保持不变的。相反,耗散系统的相体

积则有收缩性,并使轨道趋向于全局吸引子。这些都是绝热无耗散系统与强迫耗散的非线

性系统的根本区别。

定理 6　初边值问题 (43)的解是唯一的,其定常方程有唯一定常解 Υ∞。
定理 7　方程 (43)的解 Υ满足

ûΥû 2
0 ≤ {ûΥ0û 2

0 +
1

C 3∫
t

0
eC� t (Cm + ‖Ν(Υλ)‖2

0) d t}e- C� t,　t∈ [0, T ] (45)

且

lim
t→0

Υ( t) = Υ∞ (46)

这里 Υ∞ 为式 (46) 的定常解, C 3 , C
�, Cm 为大于 0的常数。

证明 (只证式 (46) ) :

令 Υζ ( t) = Υ( t) - Υ∞,则

5Υυ
5t

+ N (Υλ) Υυ+ L (Υλ) Υυ= 0 (47)

于是

1
2

d
d t
‖Υυ‖2

0 + (L (Υλ) Υυ, Υυ) = 0 (48)

∴　　 d
d t

ûΥυû 2
0 + C ûΥυû 2

0 ≤ 0 (49)
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其中C 为正常数。利用 Gronw all不等式,有

ûΥυû 2
0 ≤ ûΥυ(0) û 2

0 e- ct (50)

其中 Υυ(0) = Υ(0) - Υ∞。式 (50)蕴含

lim
t→∞

ûΥυû 2
0 = 0 (51)

证毕。

由以上结果知,强迫耗散线性系统只有唯一的定常解,初值影响随时间增长衰减至

零,存在唯一的渐近态且与初值无关,即系统解的渐近行为表现在趋于定常解的结构上,

不会出现浑沌现象。

6　结果讨论
上述研究表明,湿大气运动方程组可以化成H ilbert 空间中一个相当特殊的算子方

程,其中的算子具有很好的性质。根据算子方程和算子的特性,在外源强迫有界的假定下,

证明了系统解的长期演变将趋于全局吸引子A ,也即大气的长期演变实际是处于吸引子

状态。

在研究长期天气或气候运动时,不可避免地要对方程组 (1)～ (7)进行简化。根据本的

结论得知,强迫耗散的非线性系统与绝热无摩擦系统及强迫耗散的线性系统在解的渐近

行为上有根本的差别。因此,简化方程组必须遵循如下原则:

(1) 算子的性质应当保持不变;

(2) 系统向非绝热加热的非线性适应;

(3) 初始场作用具有衰减性,系统的长期运动取决于能量耗散和能量补充。

这样,简化后的系统仍可以保持系统长期变化的主要物理过程和应具有的演变特征,

从而能够得到成功的结果。

参考文献

1　丑纪范Λ 长期数值天气预报Λ 北京Π气象出版社Κ1986Λ 51～ 95

2　丑纪范Λ 大气动力学方程组的全局分析Λ 北京气象学院学报Κ1995Κ; 1ΓΠ1～ 12

3　汪守宏Κ黄建平Κ丑纪范Λ 大尺度大气运动方程组解的一些性质——定常外源强迫下的非线性适应Λ 中国科学ΚB

辑Κ1989Κ; 3ΓΠ308～ 336

4　L ions J L ΚT em am R ΚW ang S. N ew fo rm ulations of the p rim itive equations of atmo sphere and app lications. N on2

linearityΚ1992Κ5Π237～ 288

5　W ang S. A ttracto rs fo r the 3D baroclin ic quasi2geo stroph ic equations of large scale atmo sphere. J M ath A nal A p2

p lΚ1992Κ165Π266～ 283

6　L ions J L ΚT em am R ΚW ang S. M athem atical theo ry fo r the coup led atmo sphere2ocean models ;CAO Ë Γ. J M ath

Pures A pp lΚ1995Κ74Π105～ 163

7　李建平Κ丑纪范Λ 非定常外源强迫下大尺度大气方程组解的性质Λ 科学通报Κ1995Κ40; 13ΓΠ1207～ 1209

8　李建平Κ丑纪范Λ 大气吸引子的存在性Λ 中国科学ΚD 辑Κ1997Κ27; 1ΓΠ89～ 96

9 　L i J ianp ingΚChou J ifan. T he effects of ex ternal fo rcingΚ dissipation and nonlinearity on the so lu tions of atmo2

spheric equations. A cta M eteo r Sin icaΚ1997Κ11; 1ΓΠ57～ 65

10　丑纪范Λ 初始场作用的衰减与算子的特性Λ 气象学报Κ1983Κ41; 4ΓΠ385～ 392

7912期　　　　　　　　　　　　李建平等:湿大气方程组解的渐近性质

© 1995-2003 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



11　李开泰Κ马逸生Λ 数理方程H ILBERT 空间方法;下ΓΛ 西安Π西安交通大学出版社Κ1992. 267～ 400

ASYM PTOT IC BEHAV IOR OF SOL UT IONS OF THE

MO IST ATMOSPHER IC EQUAT IONS

L i J ianp ing　Chou J ifan

≅D ep artm en t of A tm osp heric S ciencesΨL anz hou U niversity ΨL anz houΨ730000Σ

Abstract

T he asym p to t ic behavio r of so lu t ion s of the m o ist a tm o spheric equat in s is stud ied in

the infin ite d im en siona l H ilbert space. A fter deduced tha t the m o ist a tm o spheric equa2
t ion s in H ilbert space is a very specia l opera to r equat ionΚ the ex istence theo rem s of the

g loa l ab so rb ing set and the g loba l a t t racto r are ob ta ined by u se of the p ropert ies of oper2
a to rsΚ and the p roperty tha t the asym p to t ic behavio r of so lu t ion s show s itself on the

structu re of a t t racto r and the non linear ad ju stm en t to the d iaba t ic hea t ing are revea led.

T hen the essen t ia l d ifferences betw een som e sim p lif ied equat ion s and the p rim it ive equa2
t ion s are po in ted ou tΚ and the reduced p rincip le of a tm o spheric equat ion s tha t m u st be

com p lied w ith in the stud ies of long2range w eather and clim ate are g iven.

Key wordsΠM o ist a tm o spheric equat ion sΚOpera to r equat ionΚGlobal a t t racto rΚD i2
aba t ic hea t ingΚA sym p to t ic behavio r.
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