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地形作用下大气方程组解的渐近性质
釜

李建平
(中国科学院大气物理研究所大气科学 和地球流体力学数值模拟国家重点实验室
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北京 l X( X) 80

丑纪 范
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摘要 利用含参数的积分性质
,

在基本的泛函 空间中研究了完整 的大气运动算子

方程的算子性质及其物理意义
.

在此基础上讨论 了有地形作用下大气方程组解的渐

近性态
.

得到大气方程组全局吸引子的存在性定理
,

从而把过去在不考虑地形作用

下大气方程组定性理论的结果推广到有地形作用下的情形
.

关键词 地形作用 算子方程 全局吸引子 渐近性态 含参数积分

自 80 年代初大气动力学方程组的定性全局分析理论 〔`〕开始至今
,

在这个方向上进行 了系

统的基础理论工作 〔̀
一 `5〕

,

得到强迫耗散非线性大气系统解 的渐近状态的一些普遍结论— 大

气吸引子的存在和大气系统有向外源的非线性适应过程等
,

并揭示出强迫
、

耗散和非线性作用

对解的渐近行为的影响以及 大气多平衡态的根源
.

在理论结果的基础上探讨了一些实际应

用队
’ “ 一

刘
,

显示出定性理论的广阔应用前景
.

不过
,

过去的定性理论研究未能考虑地形作用
,

这主要是由于考虑了地形的动力作用后
,

给理论研究带来很大困难
.

显然这限制 了已有的定
J

性理论结果的适用范围
.

天气诊断分析和数值模拟研究都表明
,

地形的动力强迫作用对大气

运动有很大影响
.

因此
,

真实的大气运动应是考虑了地形作用的
,

研究有地形作用下大气运动

的长时间性态也有着基础性的意义
.

在考虑了地形动力强迫作用后过去的结果是否仍然成立

呢 ? 这是一个重要而实际的问题
.

本文利用含参数的积分性质
,

研究了有地形作用的大气方

程组解的渐近性态
,

拓广了过去的理论结果
.

1 问题描述

在球坐标系 (夕
,
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, ;

)中
,
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,
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,
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于是
,

完整的大气动力学方程组可化为如下等价的算子方程 (这里仅考虑干空气
,

对于湿大气本文的

结论同样成立 )
:
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C
表示非绝热加热

, 。 = 产 /尸为运动的分子粘性系数
,

产 为动力 的分子粘性系数
,
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,

凡
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.
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,

这里 sr 二 sr ( O
,

几)是余纬为 0
、
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, : 二 是任意大的正数

,
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.
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.
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因为考虑了地形
,

地表面就不是过去定性理论研究时考虑的等半径 的球面
,

而是 0
,

久 的

函数
,

即 sr 二 sr ( 0
,

几)
,

因此所用的基本泛 函空间也要重新定义
,

相应的算子 的性质也得重新

研究
.

本文就是研究方程 ( l) 在初边值条件 ( 2)
,

(7)
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( 11) 下在区域 口 上解的渐近性质
.
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T
`

)
,

任 0H (。 )
.

引理 6 存在常数中 C l > 0
,

使得

C , I必 l子感 ( L (沪 )沪
,

切 )
,

( 34 )

C l l 沪 l若〔 ( L ( 甲)尹
,

甲 )
,

( 3 5 )

其中 沪 二
(砚

,

云
,

汤
,

户
,

于)
’ ,

甲 =
(

u ’ , : ’ ,
w

’ ,

。
` ,

T
’

)
`

e OH ( 。 )
,

一沪 I , 二
( Il

u `

11孙
, +

I}
: ’

!J弘
, + 1l w

’

11孙
, + Il r

’

11孙
`

)
,左

,

l 甲 l。 =
( I}

。 `

jl
Z +

11
。 `

112 + Il w
’

fl
Z +

1I T
’

11’ )
`”

.

证 根据 ( 31 )式
,

只需要证明存在常数 C > 0
,

使得

。

(娜
”
+ds

,

户`)
)

*lfI IIS
( 3 6 )

其中 f
二 u , : ,

w 或 .T

厂
二

gq
,

其中 q 是引人的未知函数
,

g 是待定函数
.

于是

{
。
二二 二

·

d。 =

{
。

[
。 Z v 。

·

, 。 一 、 ’ ; △ ; · 1 刁 l
_

刁夕 \

二 , 二一 = } a z君
挤卜

r̀ 5 1丫 S J几 \
一

J久 I

赢晶(
、 2; 5̀ · “

器)
·

去吴(
、 2
二

2

肇)}
d“ 二

一

扩g △ g +

r Zs i2n 8

旦 f
:

棺 、
不 1 q g 万丁 1+
口 八 \ 口 人 l

ù..
... L

日

.

I
J

瑞晶(
。 2 ; 9 ·̀ “

器)
·

表最(
。 2 9一

肇)z
d。 二

一

{
。 、 2; △ ; d“ ·

丁
。。 2、 ’ g a g月

·` “ 2 一

丁
。。 , 、 2 9 ” ; 月

r d 、 2 ,

其中 a 。 , == s Z x
}

r s }
,

a 。 : = s Z x
{

; 二
}

.

所以

一

丁
。。 2△g / g d “ `

丁
。

二二 二
·

d。 ·

…{
。。 1 0 2 9 ” g / ” · d “ ’

卜…丁
。。 Z o Z g a `月

· d “ 2

1
一

工
。 f 一△ ; / g d “ 蛋

丁
。
二二 、

·

d。 ·

…丁
。。

厂
’ g 一 ’ “ g旧

· d “ 2

卜
…{

。。

厂
’ ` 一 `” `旧

r ` “ 2

( 37 )
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、

、
尹、

,
J

90
9

凡飞à内」
了

`、
尹

r、

由 ( 3 7 )式知
,

若存在 g 满足

一 △g / g 妻 无1 > 0
,

1 9
一 l a g月

r l。。
1 ` k Z ,

1 9 一 l刁g /刁r l。。
2 = 0

,

这里 k l ,

k:
都是正常数

.

则由 ( 3 7 )式得

` 1

{
。
f

` ’ `“ (

{
。

可二 可
·

d“ · ` 2

{
。。 ,

f 一 d 5 2
·

取
。 = m ax ( l / k l ,

k Z / k l
)

,

即得不等式 ( 3 6 )
,

对 f
= u , : , 、

` 2 二 e 一 l m i n

时
,

再取

(产 + 凡
,

产 +
eK

,

产 + rK
,

xCD (产 + k。 ) )

对 f
= T 时

,

再取

天2 = e 一 ’ m i n
(凡

,

场
,

rK
,

2
一 `

( srK
+ ` : C子,

)
a s

)

即得不等式 ( 3 5 )
.

满足 ( 35) 式的函数是很多的 例如可取

入 兀 a

g = e o s s s i n 一 s i n

—2 Z r 关
( 4D )

其中
a = : 二 + b

, ; ` = : + b
,

b > 0 满足 b 尹 ( Z
n 飞 + r 二

) 2/
n

.

此时

二

竺一
二

)
4 (

r 二 + b )
`

/

+

l一内̀aQ了一厂

一4

.

!
、

一一
勺.月

,凡

无:
为某正的常数

.

证毕
.

3 主要结果

根据引理 1 一 6
,

我们就能容易地得到以下主要结果
,

注意到

}}妇 }吕鉴 }}训 }子
,

C 1 1沪 l子
+ C ,

11户
`

11
“ = c l

11沪 l}子

再 由引理 5
,

6 有

、 ,了
、 ,

,
尹、

,
尹

,1,̀内、à444
矛

`
、了r、、了`
、d

.

下 11 沪 11 6 + Z C }}
O r

列 }吕共 2 (氏 +l 以 )t l)
,

其中 乙为一正常数
,

c 。 = c l
}l尸

’

11
2

. : 一 2一

{
。 (一

+ ! ` 5 0 . ! d。
,

其中 亡由 ( 6) 式给出
.

对连续性方程在 。 上积分并 由边界条件有 { p
`

11
2 =

丁。 p d。 =
常数

此即质量守恒定律的另一表达
,

所以 氏 为一常数
.

根据 ( 41) 式
,

由经典的 G or n w a l l 不等式有

定理 1 具有边值条件 (7 )
一

( 1 1) 的算子方程 ( 1 )
,

( 2 )的解 甲 满足

: * ( , ) .}: 、

{ ,̀* ,,̀
·

可;
·石!

(。
· , : }

)
d

小
一

石:
, ` 。 〔。

,

T :
(料 )

其中 乙
,

味
,

l 夸l分别 由 ( 4 1 )
一

(43 )式给出
.
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:
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由定理

定理 2

易得如下全局吸收集的存在性定理
.

令

B* =

{
* =

(“
,

公
,

汤
,

汤
,

l)Y 任 ha 川…!!
, 11汉 劝 }

,

( 4 5 )

其中后
二 2 ( c 。 + ! 引 )云

一 ` ,

K > 后
1左

,

方程 ( l)
,

( 2) 的解满足

( l )若 沪。任 B * ,

则对 V r 〕 0
,

甲( t ) e B * :

( 2 )若 甲。 磷 B 、 ,

则对 V r ) r ,

甲 ( r ) e B * ,

其中
: 二
云

一 ’ h (I }华
。

!!吕
一

欣
一 ’ 一

后)
.

全局吸收集 B * 的存在
,

说明大气系统是一个耗散系统
, “

耗散结构
”

的性质
,

是大气运动

的一个基本特征
.

B *
外的点代表暂态过程

,

说明系统具有明显 的不可逆特性
.

由定理 2 进一

步可得
.

定理 3 算子方程 ( 1 )
,

( 2) 存在全局吸引子 粥
.

此定理表明
,

在考虑了地形作用后
,

完整的大气方程组仍然存在全局吸收子 粥
.

全局吸

引子的存在性揭示出大气系统具有 向下垫面温度 sT (见 ( 4 3) 式 )
、

地形作用 (体现在 (43 )式 中

的 亡)以及其他外源强迫 (体现在 ( 4 3 )式中的
。
)的非线性适应过程

.

4 小结

本文从完整的大气方程组 出发
,

研究 了有地形作用下大气方程组解 的渐近性态
.

利用含

参数的积分性质
,

在基本的泛函空间中讨论了大气算子方程的算子的性质
,

在此基础上得到大

气方程组全局吸引子的存在性定理
.

这样就把过去在不考虑地形作用下大气方程组定性理论

的结果推广到有地形作用下的情形
,

使过去的理论结果有了更广的适用范围
.
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