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摘要　　在大多数解初值问题的长时间数值积分计算中很少考虑由于机器的有限精

度所导致的舍入误差.利用 29种标准的数值方法,通过大量的数值试验深入考察了

舍入误差的影响,发现在有限的机器精度下数值求解非线性常微分方程初值问题存

在对机器精度强的依赖性(是与对初值敏感依赖性不同的一种新的依赖性)提出一种

计算有限精度下数值方法的最大有效计算时间和最优步长的最优搜索法, 得到最大

有效计算时间和最优步长与数值方法的阶数及机器精度之间的关系.数值分析结果

表明舍入误差在上述现象中起着至关重要的作用,并发现两个与方程 、初值及数值格

式无关的普适关系.根据数值试验结果提出一个计算不确定性原理,这个原理对于

非线性常微分方程的长时间数值积分的可靠性提出了挑战.
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大多数常微分方程是不能用初等函数求解的,所以需要用数值的方法来求其近似解[ 1～ 3] .

用任一离散变量法求一个初值问题的近似解时, 有两个基本的误差来源:离散误差和舍入误

差.离散误差是由于对微分方程离散化而产生的[ 1, 2] ,舍入误差是由于计算机机器字长是有

限的这一固有属性所造成的[ 1, 4, 5] .对给定的初值问题,在假定没有舍入误差的情况下,因为

所有标准的离散变量法都是收敛的,所以在实际数值求解时舍入误差也就不受重视.然而,这

并不意味着舍入误差是一个不重要的问题,事实恰恰相反.因为计算机的有限精度性,在实际

计算中舍入误差不可避免的存在, 所以在非线性方程的长时间数值积分中就可能改变真解的

根本性质.Henrici[ 1]利用概率论详细地考察了定点机上的舍入误差,并以线性方程给以说明,

但他并未注意舍入误差对长时间数值积分的影响.实际上,现代计算机普遍采用浮点运算,同

时要解决的模型常常是非线性方程.因此, 本工作用数值试验和理论分析来研究浮点机
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舍入误差对非线性常微分方程数值计算的重要影响.结果表明由于机器精度的有限性, 用数

值方法求解非线性常微分方程的初值问题时会出现严重的问题,在有限时间的数值积分后,任

何步长的数值解都与真解无关,从而导致我们提出计算不确定性原理.

1　数值模型和数值方法

本文的数值试验模型是 Lorenz方程[ 6] ,

﹒x =-σx +σy , (1)

﹒y = rx -y -xz, (2)

﹒z = xy -bz, (3)

其中 σ=10, b=8/3, 0<r<+∞,此方程初值问题的解存在且惟一.这里之所以选择这个方

程,因为它具有很好的代表性.当 1<r <24.74 时, Lorenz 方程有两个稳定的不动点,

C( b( r-1) , b( r-1) , r-1) , C′( - b( r-1) , - b( r-1) , r-1)和一个不稳定的不

动点 O =( 0, 0, 0) .当 r>24.74时, C和C′都变成不稳定的, 此时, 存在混沌和一个奇怪吸引

子
[ 6 ～ 8]

.

本文采用的标准数值方法共 4类 29种[ 1～ 4, 9] :( ⅰ) 显式单步法:Euler法, 2到 6阶 Runge_

Kutta ( RK)型算法, 2到 10阶 Taylor级数法;( ⅱ) 显式多步法;2到 6阶 Adams算法;( ⅲ) 隐式

法:隐式 Euler法, 2阶到 6阶隐式Adams法;( ⅳ) 预测校正法:2阶修正的梯形预测校正法, 4

阶修正的Adams及 4阶修正的Hamming 预测校正法( PMECME) .全部计算是在 SGI ORIGION

2000(单精度和双精度分别具有 7, 16位有效数字)上完成的.

2　无混沌情形

考虑 1<r<24.06的情形,此时 Lorenz方程没有混沌现象[ 6～ 8] .然而数值计算会出现奇

异的现象.以经典四阶 RK方法为例,同一初值( 5, 5, 10)用两个相差极其微小的步长积分却

可以得到本质上完全不同的两个终态(图 1( a) ～ ( c) ) .这说明数值解的不惟一性和理论解的

惟一性之间产生了矛盾.更重要的是这并不是个别步长的现象.正如图 2所示,无论是用单

精度还是双精度,数值计算的终态对时间步长非常敏感,步长的微小变化将导致数值解在本质

上的重大差异, 出现截然相反的结果.很明显,步长集合分为两类:一类(记为 A)对应于终态

C ,另一类(记为 B)对应于 C′(图 2) , 即如果一个步长属于 A(或 B) ,那么用这个步长所得的

数值解的终态是 C(或 C′) .令人惊奇的是这两类步长集合明显呈现出Cantor集[ 10]的结构(图

2( a) ～ ( c) 、( d)和( f ) ) .这表明,不同步长的数值结果表现出明显的随机性特征.如果我们考

察属于集合 A 的步长个数的百分率,那么随着所用步长总数的增加这一百分率将接近于 50%

(图 3) .上述现象完全在意料之外.用其他 28种数值方法都有相同的现象1) (图略) .因此,

对固定的步长, 数值方法不仅会产生伪解[ 11] ,而且更严重的是对这个初值数值方法无法告诉

我们哪个步长的解是真解.这说明,像( 5, 5, 10)这样初值的终态,在给定的机器精度下是这些

数值算法算不准的, 这类初值称为坏的初值.这些坏的初值组成的点集称为坏的初始点集.

　　1) 李建平.微分方程数值积分中的算不准原理及两个普适关系.中国科学院大气物理研究所博士后研究工作报告,

1999.174
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图 1　四阶 RK 方法计算的初值为( 5, 5, 10)和 r=22 的 Lorenz方程的数值解

( a) 用相差极微小的两个步长所得的 x-分量的解;( b) x-y 平面上的投影,步长 h=0.01,图

中空心圆是初始点的位置;( c)同( b) ,但步长 h=0.009 999 9

图 2　单精度( a) ～ ( c)和双精度( d) 、( f)时四阶 RK方法计算得到的 Lorenz方程 x分量的终值随步长h

的变化

步长范围分别为( a) 10-6 ～ 10-1, ( b) 3.981 070×10-2 ～ 5.956 62×10-2, ( c) 4.751 533×10-2 ～ 4.810 801×10-2, ( d)

10-6 ～ 10-1, ( e) 4.668 34×10-6～ 6.309 573×10-6, ( f) 4.798 529×10-6～ 4.863 025×10-6.终值就是终态, 即随着时

间的增长解到达并固定在那里.所用参数 r和初值同图 1

相应地,则有好的初值和好的初始点集的概念.如图 4( a)和( b)所示,好的初值有两种情形.

为了解释数值计算所出现的上述现象, 我们对另一组初值( 3, 4, 10)进行了试验,对四阶

RK方法结果(图 5)表明这个初值在单精度下是坏的初值, 而在双精度下却是好的初值.对于

其他 28种数值方法也是如此(图略) .这个事实证实机器精度的有限性所导致的舍入误差是

造成上述现象的关键因素.而且, 它表明一个初值好坏的品质是依赖于机器精度的.一个初
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图 3　属于集合 A 的步长百分率随所用步长

总数的变化

实线和点线分别代表单精度和双精度的结果.这里

所用数值方法、方程组 、 r和初值同图 1, 所有步长

属于[ 10-6, 0.1]

值在较低的机器精度下是坏的初值,但它在较高的

机器精度下却可以是一个好的初值.这揭示出数值

结果有一种对机器精度强的依赖性,而这种依赖性

与对初值条件的敏感依赖性有本质区别,原因有二:

一是,这里讨论的是无混沌情形;另一个更重要的原

因是对初值的敏感依赖性本质上不依赖于机器精

度.因此,对机器精度强的依赖性是一种新的现象,

在数值计算和模拟中应给予充分的重视.

通常,在无混沌情形, 给定机器精度下的一个好

初值的解可以由数值方法准确的计算.然而, 由图 4

( c)和( d)可知,这里所谓的准确性也仅仅是在可接受

水平意义上而言的.此外, 图 4( c) 、( d)还指出数值

图 4　好初值的两种类型( a)和( b)及其计算正确的 x 分量终值的绝对误差E( c)和( d)

( a) 初值为( 0, 1, 0)的 x-分量的终值随步长的变化.计算的终值基本上不随步长(在 10-6到 0.1之
间)而改变;( b)同( a) ,但对初值( 5, 1, 19.5) .计算的终值对较大和较小的步长是敏感的,但对适中的

步长是不变的.这里所用数值方法 、方程及 r 同图 1,且使用单精度.( c)和( d)分别与( a)和( b)对应

图 5　初值( 3, 1, 10)的 x 分量的终值随步长的
变化

( a) 单精度的结果.计算的终值对步长非常敏感,表
明在单精度下这是一个坏的初值;( b) 双精度的结
果.计算的终值对较大和较小的步长敏感,但对适
中的步长却是一个近似常数,表明在双精度下这是
一个好的初值.这里所用数值方法、方程及 r同图 1

解的误差不是随着步长的减小而减小, 而是当步长小于某一临界步长时,随着步长的减小而增

加.这个临界步长与最小误差相对应, 正如下文(及

本文的第 2部分———理论分析)所指出的它称为最优

步长.

一个重要的问题就是坏的初值点集的 Lebesgue

测度是否为零.如果在给定的机器精度下一数值算

法坏的初值点集的 Lebesgue 测度为零,则说明在实际

计算中碰到坏的初值是零概率事件,该数值算法就是

成功的算法.否则称该算法在给定精度下不是绝对成

功的.根据四阶 RK 方法对 580, 810个初值的试验结

果(表1) ,对 Lorenz方程没有混沌现象的情况, 坏的初

值是很多的,在 r=23时占有大多数, 随着 r的进一步

增大,坏的初值所占比例还会明显的增加.令人惊奇

的是所谓算不准的坏初值并不是通常直觉上所认为的

只是在定常吸引子 C 和 C′的吸引域的交界处(图版
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Ⅰ-1,附本刊后,下同) .这些结果表明在这些条件下四阶 RK方法不是绝对成功的算法.此外, 双

精度下坏的初值比单精度的要少,说明提高机器精度,坏的初值会有一定的减少.这再次证实舍

入误差在数值计算中有着十分重要的影响.以上结论同样适用于其他 28种数值方法1) .

表 1　由四阶 RK 法得到的 Lorenz方程在几个剖面上好初值和坏初值个数的百分比(%) a)

比率 平面 z=10 平面 z=r-1 平面 y=1 平面 y=10

p 1 31.02 ( 37.33) 33.31 31.25 29.43

r=22 p 2 31.02 ( 37.33) 33.31 30.76 28.49

p 3 37.97 ( 25.33) 33.38 37.98 42.08

p 1 21.70 ( 23.78) 23.80 20.64 19.90

r=23 p 2 21.70 ( 23.78) 23.80 20.25 17.90
p 3 56.59 ( 52.64) 52.39 59.10 62.20

　　a) 括号中的数字是双精度的结果,其余为单精度的结果.p1, p2 分别表示终态是 C, C′的好初值的比率, p3 是坏初值的

比率.z 平面中的区域为-60≤x≤60, -60≤y≤60, y 平面中的区域为-60≤x≤60, -60≤z≤60,其中每个区域分成 240

×240个网格并以网点(共 241×241=58 081个)为初值条件

3　混沌情形

现在来研究 r>24.74的情形.这时 Lorenz方程有混沌现象[ 6～ 8] , 存在奇怪吸引子,没有

稳定的定态.为了展示混沌情形下数值计算所出现的现象,我们对不同的初值进行了大量的

数值试验,得到很多数值解的步长-时间演变图.这种图可以非常清晰地显示同一初值用不同

的步长所得数值解随时间的演变及其差别.图版 Ⅰ-2是对初值( 5, 5, 10)和 r=28用四阶 RK

方法通过上百种不同步长在单精度下积分得到的数值解随时间变化的步长-时间图.如图所

示,一开始数值解的等值线非常平直,表明各步长所得的解都比较一致,但很快较大步长的区

域和较小步长区域的等值线开始出现波动,说明这些步长的解与其他步长的解开始偏离了一

致性,保持一致的步长区间(称为有效步长区间)的宽度开始减小.随着向前积分,有效步长区

间的宽度变得越来越小.终于,积分时间大约在 17的时候,有效步长区间的宽度变成零.超

过这个时间,等值线变得杂乱无章,所有步长的解之间都失去了一致性,结果,所有的数值解都

与真解无关.所以, 有效步长区间的宽度变成零的时间称为最大有效计算时间,而对应于最大

有效计算时间的步长称为最优步长.在有效步长区间内不同步长所得的数值解的差异很小,

所以有效步长区间的解把微分方程的解相当好的表示出来.然而, 不幸的是,对于混沌系统

(甚至对于具有暂态过程的系统) ,随着积分时间的增加有效步长区间的宽度逐渐减小并很快

变成零, 达到最大有效计算时间.超过最大有效计算时间,所有步长的解之间都有显著的差

异,这时数值解完全失去意义.对于双精度的计算结果(图版 Ⅰ-3) , 亦有同样的现象, 只是积

分时间在大约 35的时候达到最大有效计算时间, 比单精度时长近两倍,但最优步长约是单精

度时的 1/60.用其他 28种算法也是如此.上述结果说明:( ⅰ) 由于计算的有限精度,数值解

不会随着时间步长 h※0而收敛到准确解;( ⅱ) 存在最优步长和最大有效计算时间,超过最大

有效计算时间, 微分方程的解是数值方法无法算准的;( ⅲ) 提高机器精度能有效的延缓但不

能消除舍入误差的影响.

　　1) 见 404页脚注 1)
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　　显然,在图版Ⅰ-1和 2中存在一条廓线,它是每个步长的有效计算时间的连线, 称为有效

计算时间廓线.有效计算时间廓线把数值解的步长-时间图分成两部分.在有效计算时间廓

线的左侧, 数值解的等值线平直规则,称为数值层流区, 其中的数值解是把微分方程的真解较

好地表现出来;在有效计算时间廓线的右侧, 数值解的等值线杂乱无章,漫无规则,称为数值湍

流区,其中的数值解是虚假的,与微分方程的准确解无关.

图 6　误差 E( h)和有效计算

时间 T( h)随步长的变化

图中 H是最优步长, Emin代表最小

误差, Tmax代表最大有效计算时间

应当指出, 上述试验所揭示的现象的价值不在于显示对初值

条件的敏感依赖性, 而在于确定在有限机器精度下一个数值解的

最大有效时间.根据上述结果(并参考图 4( c)和( d) ) , 对于计算误

差和有效计算时间廓线可以得到如下定性结论(图 6) :一开始,当

步长减小时,方法误差减小, 总的误差也减小, 使得有效计算时间

增加;然而当步长减小到一定程度时, 由于迭代的步数增多,机器

所带来的舍入误差占主导地位,从而总误差又开始增大,有效计算

时间开始减小.这样就必然存在一个步长 H(图6) ,此时总误差最

小,有效计算时间最大,因此这个步长就称为最优步长.由于方法

误差(离散化误差)和舍入误差随步长的这种反向变化关系,就导

致了与量子力学中Heisenberg 测不准关系[ 12]相类似的计算不确定

性原理.具体地说, 如果把离散误差和舍入误差看作是“共轭”量,

那么计算不确定性原理意味着,若其中之一的不确定性越小, 则它

的“共轭”量的不确定性就越大.因此, 当机器精度给定时, 数值方法所得数值解所能达到的最

好准确度就已完全确定.计算不确定性原理对于对初值极端敏感的混沌系统和一些具有暂态

混沌过程的非线性系统的长时间数值积分的计算有效时间加上了确定的限制.这正是本文数

值试验所观察到各种现象的根本.在机器精度是有限的这一固有属性下, 计算不确定性原理

表明,对于非线性系统,数值算法的计算能力是有限的.

为了深入研究最大有效计算时间和最优步长与数值方法的阶数 、机器精度及初值之间的

内在关系, 就必须给出计算有效计算时间廓线的有效算法.本文给出一种称之为最优搜索的

方法来获得有效计算时间廓线.这个方法是基于判断多个数值解的差异大小来实现的.在步

长区间[ hmin, hmax] ( hmin为很小的数, 本文除二阶显式 Adams法和二阶 Talyor级数法在双精度

下取 hmin=0.3×10
-7,其余均取 hmin=10

-7)选取 n 个步长h i ( i=1, …, n) (步长的选取要比

较均匀且 n 较大) .这 n 个步长同时积分到 t时的n个数值解为 y t ( n) , 如果它们的差异Vs( t )

(可用标准差来度量)较小,具体地说小于预先给定的容许限 δ,则说明它们比较接近, 并把真

解在 t 时刻的数值相当好的再现出来.此时有效步长区间为[ hmin, hmax] , 宽度为 Wh ( t ) =

lghmax-lghmin.否则, 如果 Vs ( t )大于 δ,则表明有某些步长的数值解出现较大的偏差,所以从

 yt ( n)中剔除这些解以使得剩下的 n1( n1<n)个解的差异小于 δ,以剔除的个数最少为最优.

这样可得到满足给定条件的有效步长区间.以有效步长区间内的步长继续向前积分, 不断重

复上述过程,直至积分到 t 1 时只剩下相邻两个步长 hj ( t1 ) , hj+1 ( t 1) , 然后, 将步长区间

[ hj ( t 1) , hj+1( t 1) ]划分为 m 份, 以这 m+1个步长重新开始积分,继续重复上述过程, 直至没

有相邻的两个步长所得数值解的差异小于 δ时为止.此时, 可得有效计算时间廓线 、最大有

效计算时间及最优步长.为了能对不同的问题进行比较,容许限 δ最好用相对指标度量.令
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从初始时刻 t 0 到时间 t 时微分方程的真解本身的振动为 V ( t) , 那么给出容许限要求

Vs( t ) / V( t) ≤δ.因为微分方程的真解一般是未知的,所以实际中用有效步长区间所得的从

初始时刻 t 0到时间 t 时的数值解的振动V
＊
( t )来代替 V( t) .本文取容许限 δ为 1/10.图版

Ⅰ-4是根据最优搜索法得到的图版Ⅰ-1和2中的有效计算时间廓线.此方法很好地把有效计

算廓线计算出来,这是明显的.

利用最优搜索法用四阶 RK方法对116, 160个初值进行了数值试验, 图版 Ⅰ-5和 6给出单

精度和双精度下的结果.这些试验指出不同的初值其最大有效计算时间是不同的.平均而

言,最大有效计算时间在单精度和双精度下分别为 16.857和 35.412.显然, 减少舍入误差能

有效的增加最大有效计算时间.通过比较图版 Ⅰ-5和 6, 容易发现它们彼此在型式上是极为

相似的,且双精度和单精度下最大有效计算时间的差似乎是一个固定的数(就此种情形而言约

在18 ～ 19之间) .这说明虽然在某一机器精度下最大有效计算时间是与初值有关的, 但是在

两种机器精度之间最大有效计算时间的差是不依赖于初值的.事实上,这个结果将被本文的

第2部分的理论分析所证实.

比较图6和图版 Ⅰ-5和 6,凡是在图 6中(没有混沌时)被称为好的初值,在图版 Ⅰ-5和 6

中(混沌时)其有效计算时间相对较长.对于混沌系统,好初值的 Lebesgue测度为零,即在有限

机器精度下,几乎所有初值的最大有效计算时间都是有限的.

图 7　最大有效计算时间和最优步长随数值方法阶数的变化

( a) r=28时单精度下 Lorenz方程 10个初值的平均最大有效计算时间 T.10个初值为:(0, 1, 0) ,

( 5, 5, 10) , ( -13, 4, 28) , ( -15, 5, 20) , ( 10, -8, -20) , ( -20,-15, 11) , ( -6, 8, 13) , ( 11, 10,

15) , ( 2, -3, 16)和( -6, -7, -8) ,实心圆 、方块 、三角和菱形分别代表 RK 型 、Taylor级数型 、显

式 Adams型和隐式Adams型方法;(b)同( a) ,除了用双精度和空心符号;( c)同( a)和( b) , 但对平

均最优步长 H

通过对 r=28时 Lorenz方程的 10组初值在不同精度 、不同阶数的方法下所得平均最大有

效计算时间和平均最优步长的比较(图 7) ,得到最大有效计算时间和最优步长与数值方法阶

数及机器精度有如下关系:( ⅰ) 最大有效计算时间和最优步长均随数值方法阶数的增大而增

加,但增加的幅度却逐渐减少(图 7( a) ～ ( c) ) .此外, RK型 、Taylor级数型以及隐式 Adams型
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图 8　单精度和双精度下最优步长之比 l( a) 、( b)和最大有效计算时间之差

ΔT ( c) 、( d)随方法阶数的变化

( a) 同图 7( a) ,但对平均 l 值.星号是根据( 5)式得到,其余符号同图 7( b) ;( b) 同

( a) ,但对( lgl ) -1;( c) 星号由(7)式所得,其余符号及 10组初值同图 7(a) ;( d) eΔT与 l p

关系, 符号同( c) ,代表eΔT;实线 、点划线 、短虚线及长虚线分别是 ( a) 中RK方法 、

Taylor级数法 、显式 Adams法和隐式Adams法的 l 的 p次幂

方法的最大有效计算时间和最优步长均比同阶的显式 Adams型方法略大一点;( ⅱ) 对于同阶

的数值方法,双精度下的最大有效计算时间比单精度的长很多(图 7( a)和( b) ) , 而最优步长却

比单精度的小很多(图 7( c) ) .可见,提高机器精度会使最大有效计算时间明显地增大,但相

应的最优步长却要缩小很多.

由以上分析可知,同阶方法在不同的机器精度下的最优步长和最大有效计算时间显然是

不同的,然而,同阶的方法在给定的两种机器精度下的两个最优步长或两个最大有效计算时间

之间是否存在某种确定的联系呢? 为了回答这个问题, 首先定义如下指标来刻画两种机器精

度下最优步长之间的关系:

l =H1/H2, (4)

其中 H1, H2 分别是用同一种 p 阶的数值方法在给定的具有n1, n2 位有效数字的两种机器精

度 γ1=5×10
-n

1, γ2=5×10
-n

2下的最优步长.为讨论方便, 以下令 n1≤n2(本文中 n1 =7,

n2=16) .图 8( a)是根据图 7中 10组初值得到的 l值随方法阶数的变化.由图可知, 4种方法

的 l值是非常一致的,这表明尽管最优步长与方法有关, 但两种机器精度下的最优步长的比却

与方法无关,即不同的方法其 l值遵循相同的规律.对于不同的初值, l 值的变化规律依然如

此.而且, 对于不同的方程(如方程 y′=y , y( 0) =1和 y′=-y , y (0) =1等)
1)
, l 值的变化

　　1) 见 404页脚注 1)
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规律也不改变.因此,在给定的两种机器精度下最优步长的比 l满足一个普适关系(在本文第

2部分中将给予理论证明) ,且 l 只与数值方法的阶数 p和机器精度有关,即 l=l ( p, n1, n2) .

根据图8( a) , lg l与p有类似反比的关系,如果是这样,那么它的倒数一定是 p的线性函数.果

然,图 8( b)非常清楚的证明了这个结论.利用最小二乘法可确定出线性关系的系数, 结果见

表2中关系式 1.从统计关系式 1的右端不难看到,其中的分母与 9很接近.而本文中 Δn=

n2-n1=9.这不是偶然的巧合,在本文第 2部分的理论分析中将证明有如下关系成立:

l =10
Δn

p+0.5. (5)

对本文中的情形(Δn=9)这个关系可以通过表 2中统计关系式 2得到证实.由图 8( a)知,按

这个关系所得到的 l值与试验值之间是极为一致的.所以,只要知道了某一机器精度下的最

优步长,那么由上述关系立得任何机器精度下的最优步长.

表 2　试验的 l值与 p 的统计关系

方法 统计关系式 1 统计关系式 2

Runge_Kutta 方法 ( lg l ) -1=0.112 494 7p+0.056 175 4=
p+0.4993607

8.889 310 8
( lg l ) -1=

1
9
( p+0.555 386 7)

Taylor 级数法 ( lgl ) -1=0.112 041 8p+0.061 110 0=
p+0.545 421 4

8.925 237 7
( lg l ) -1= 1

9
( p+0.600 249 2)

显式Adams法 ( lgl ) -1=0.116 258 7p+0.045 283 2=
p+0.389 503 7

8.601 507 2
( lg l ) -1= 1

9
( p+0.592 862 0)

隐式Adams法 ( lgl ) -1=0.110 767 1p+0.066 947 5=
p+0.604 399 2

9.027 955 1
( lg l ) -1= 1

9
( p+0.590 141 7)

对于最大有效计算时间, 定义如下指标:

ΔT =T2 -T1, (6)

其中 T1, T 2分别是用同一种 p阶的数值方法在给定的具有n1, n2( n1≤n2)位有效数字的两种

机器精度下的最大有效计算时间.图 8( c)是根据图 7( a)和( b)中的结果而得到的 ΔT 随方法

阶数的变化.由图可知, 4种方法的 ΔT 也是比较一致的, 随着阶数的增加, 双精度和单精度

下的最大有效计算时间的差 ΔT 趋近于一定值.ΔT 是否也存在一个普遍的规律? 它与 l是

否有某种必然的联系 ?图 8( d)回答了这个问题.由图可知, eΔT与 l
p 有着很好的对应关系,就

是说存在如下关系:

ΔT =pln l. (7)

从图 8( c)可知,由这个关系所得到的 ΔT 值与试验值之间也是一致的.所以, 根据这个关系

式,只要知道了某一机器精度下的最大有效计算时间, 就可得任何机器精度下的最大有效计算

时间.当 p※∞时, ΔT※Δn ln10;对于本文中的两种精度,有 ΔT ※9ln10≈20.723 3( p※∞) .

4　结论

虽然舍入误差很小,但在非线性常微分方程的长时间数值积分中有着不可忽视的作用.

我们通过大量的数值试验,发现在无混沌情形数值解有对机器精度强的依赖性,这种依赖性与

对初值条件的敏感依赖性有本质不同;在混沌情形,在有限的机器精度下数值方法存在最大有

效计算时间和最优步长,超过最大有效计算时间,微分方程的解是数值方法无法算准的.而
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且,本文提出一种能很好计算出有限精度下数值方法的最大有效计算时间和最优步长的最优

搜索法,利用该法得到最大有效计算时间和最优步长与数值方法阶数及机器精度之间的本质

关系.同时发现两个普适关系,这两个关系揭示出任何两种机器精度下的两个最优步长之间

和两个最大有效计算时间之间的本质联系.根据这两个关系,只要知道某一机器精度下数值

方法的最优步长和最大有效计算时间, 就可以推得任何机器精度下的最优步长和最大有效计

算时间.在有限机器精度下数值方法之所以存在最大有效计算时间,一方面是由于差分方法

求解的稳定性条件要求时间步长有一个上界限制,而另一方面是实际执行这种计算的计算机

又有精度限制从而为使误差不致累积过大而必然对计算步数带来一个上界限制.这两者是相

互矛盾的, 其结果就得相互补充而得到计算不确定性原理.由于篇幅所限,这里仅以 Lorenz方

程为例进行了试验, 其实我们还有其他微分方程的例子1) (包括线性方程) .事实上,根据本文

第2部分的理论分析可知这里的结果同样适用于其他常微分方程.本文的结果甚至也适用于

偏微分方程,尽管那里还涉及到时空步长的匹配问题.目前看来要减少舍入误差的影响,只有

不断提高机器的精度.但无论如何,机器精度都不可能是无限的.所以,计算不确定性原理对

于非线性微分方程的长时间数值积分的有效性和可靠性以及如何改变现有计算方式以有效地

延长最大有效计算时间提出了挑战.
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