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摘要：研究计算机内部二进制浮点数IEEE754存储规则及相加过程，给出数值计算中两同号规范化数相加发生

“大数吃小数”现象的严格理论界限，为实际数值计算中避免此类现象提供理论依据，并利用所得理论对数值试验中

的现象及结论进行解释．
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Abstract：By analyzing about storage pattern and addition operation of format binary floating—points based on IEEE754

standard，this paper found strict theoretical bounds for avoiding the phenomenon that a large number annihilating a small

number in numericd computations when both of these two numbers are positive or negative．The bounds can be applied in

practical numerical computations for any machine precision and any programming language．Moreover，the conclusions in this

article give theoretical explanations for the phenomenons in numerical experiments．
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“大数吃小数”是一种常见的影响数值计算精度

的现象．文献[1】通过对同符号机器数相加的情况进行

大量数值试验，给出了避免“大数吃小数”现象发生的

近似界限．但目前尚未见关于“大数吃小数”现象严格

理论界限的报道．众所周知，“大数吃小数”是由于计

算机的字长有限，两阶码不同的二进制机器数对位相

加所引起的[21．同时，文献[1忡的数值试验结果也表
明，“大数吃小数”的界限应与机器二进制数的有效数

字有关．因此，本研究通过对计算机二进制浮点数相

加运算过程进行分析，对于两同号数相加的情况，给

出“大数吃小数”现象的严格理论界限，从而为实际数

值计算中避免此类现象发生提供理论依据．

1 同符号数相加发生“大数吃小数"的严格理

论界限

本节对于两同号机器数a与b的相加运算，寻找

机器数c。，若1 b 1≤I c。I，则b会被a“吃掉”，而若
6 1>1 c。I，则不会被“吃掉”．c。即为可被机器数a

“吃掉”的最大“小数”，可作为。与b相加运算发生

“大数吃小数”的严格界限．

1．1机器单精度的情况

首先，考虑两符号为正的浮点数相加的情形．由

IEEE754标准中机器单精度下规范化二进制浮点机器

收稿日期：2013—12—15

基金项目：国家自然科学基金资助项目(413751lo)；中国科学院大气物理研究所大气科学和地球流体力学数值模拟国家重点实验室(LASG)2012
年度开放课题

第一作者：曹靖(198l一)，女。讲师，主要从事计算数学方面的研究．
通信作者：李建平(1969一)，男，研究员。主要从事气候动力学、数值模拟与计算等方面的研究．

万方数据



·26· 天津师范大学学报(自然科学版) 2014年10月

数的存储格式[3-5]，可将相加运算中的“大数”n表示为

s。X 2“，其中：$a--(1．Ⅱ。啦⋯蚴)：为具有24位有效数字

的二进制数，e。∈Z，在计算机中，n。啦⋯％与e。分别

作为D的尾码与阶码进行存储．同时，将能被o“吃掉”

的任一正规范化浮点数设为c---s。X2ec=(1．tic：⋯C23)：×

扣，并将其中的最大值记为c。。为可被8“吃掉”的最

大“小数”．

下面，利用IEEE754规则下二进制浮点数的对位

加法过程的8个步骤【6】，给出计算机运算中。与c的

相加过程，并分析c及c。的取值．因n与c均为正数，

其和口+c也为正数，所以运算过程的第8步计算符
号的步骤可以省去．

1)比较：因c被o“吃掉”，所以必有e。>e，，阶码

不发生交换．

2)8与c符号相同，不进行此步骤．

3)对位：将s。存入一个24位寄存器，并将s。向

右移动e m---e。一e。位，左面移出的位补0，s。移位后在

寄存器中的存储格式如表1所示．
表1 s。移位后在寄存器中的存储格式

Tab．1 Storage format in register while s。shifted

4)相加：将s。与移位后的s。进行对位加法．由于

n+C=8，因此对位相加过程中口与c的有效数字s。

与s。之间不能发生加法运算，对位相加结果更不能发

生进位，否则不论后面的步骤如何舍人，口在加C以

后必然改变其值．也就是说，s。必须向右完全移出s。

的有效数字范围，即e 1>24．表2给出e=24时5。与s。

对位相加过程及相加结果5，S的有效数字位为1～24．

另外，此步骤中需计算的参数g、r、s的值可分为以下

几种情况：

当e=24时，g=1，r=cI，s=C2V c3V⋯Vc 23；

当e=25时，g=0，r=1，s=c1 V c3V⋯V C23；

当e=26时，g=0，r=0，s=I Vcl Vc3V⋯Vc 23=1；

当e>26时，g=O，r=O，S=OVlVclVc3V⋯Vc23=1

表2 P=24时s。与f。对位相加表

Tab．2 Adding＆to s。while e=24

5)正规化：由于不涉及进位，因此无需对S进行

移位操作．

6)调整r和s：第4步中不存在移位，r和S根据

e取值的不同情况进行调整：

当e=24时，r=95 1，S=rVs=c1 Vc2Vc3V⋯Vc23；

当e=25时，r=g=0，5=rVs=1 VclVc3V⋯Vc23=1；

当P>25时，r=g=0，s=rVs=1．

7)舍入：因为口+c=口，所以S的舍入结果须为

％即s的最低位保持不变(即舍)，因此需要(r八p。)V

(r八S)=0，其中：P。为5有效数字部分的最低位，它
应为8的尾码最后一位％．此时e及c。的取值可根据

P。的值分为2种情况讨论．

当P。=勉=0时．rAp。=0，若要(r八P。)V(r八s)=
0，应有r八s=0．当e=24时，r=1，因此，只有s=0，

才能保证r八s=0，而此时C=(1．00⋯O)：×2eo一24为可

被o“吃掉”的机器数；当e>24时，r=0，5=1，则

r^s=0必成立，此时无论c取何值，均会被口“吃
掉”．由此可得，此时可被o“吃掉”的最大“小数”c。=

(1．00⋯0)2×2吣24．

当p。=勉=l时．当e：24时，，=l，则(r八po)V
(r八s)=1，发生人位，S的最低位发生变化，此时不

符合c取值的要求；当e>24时，r=0，5=1，则必有

(r八P。)V(r八s)=0，则无论C取何值，均被。“吃
掉”，显然，此时c。=(1．11⋯1)2×2ea-25=2坼24—2吣48．

由以上相加过程可得能被“大数”o“吃掉”的最大

“小数”c。的取值：当勉：0时，c。=28—24，当蚴=1

时，C。=扣一24—2吣48．这说明c。与。尾码的最后一位

％的值以及二进制阶码e。有关．
另外，当G、c同为负规范化机器数时，其相加过

程与同为正数相比，只是第8步将正号变为负号，其
余步骤均相同．因此，只需将口、c同为正数时得到的

c。值取相反数即可．综合正、负2种情况，可得机器单
精度下同号规范化机器数相加运算“大数吃小数”的

严格界限：

定理1设。与b为机器单精度下同号二进制规

范化浮点数，则当1 b＼≤c。时，机器运算结果为D+

6=o，否则a+b≠o，其中：

c。：{22‰oa一-2424—2％一鹌：三。1 c，，
％一l 一2铲48伪。=

“’

e。：floor(109，『o 1)，floor表示向负方向取整，0Io。为机
器数。尾码的最低位．

1．2任意机器精度的情况

将上节中两同号机器数对位相加过程由机器单

精度推广至具有任意n位二进制有效数字的情况，可

得“大数吃小数”的严格界限：

定理2设。与6为具有n位二进制有效数字的

同号规范化浮点数，则当I 6『≤c。．。时，机器运算结果

为口+6=o。否贝0 a+b≠Ⅱ，其中：

c。．。=：{2。。一“。q。。==0 (2)
c口’n=：128n—n．．2e,,-2n aq。。==1

。z’

万方数据



第34卷 第4期 曹靖，等：同符号数相加“大数吃小数”的界限：理论分析 ·27·

Ca=floor(1092I a J)，a。。为机器数口尾码的最低位．

2数值试验现象的理论解释

本节由定理1和定理2对文献[1]中的数值试验
现象进行理论解释．

首先，由定理1和定理2可见，对于具有n位二

进制有效数字的规范化机器数a，只要其阶码e。固

定，则根据其尾码最低位‰，c。的取值只有2。“‘与

2。口一一e-z．这2种选择．实际上，若e。固定，在f。。f的
取值由(1．00⋯o)：增大至(1．1l⋯1)i的过程中，I s。l的
最低位不断在‘0’和‘1’之间交替变化，则在此过程中

Ca,n的取值也在2。Ⅱ1‘和28“一一26。。2“之间交替变化．并

且，2。o-．与2。。一一2。口‘2“是相邻的机器数，它们的差距

非常小．也就是说，当I a l∈[2。，28““)时，能够被o

“吃掉”的最大“小数”是十分接近的。另外，当a的阶

码发生变化时，如由e。变为e。+1时，c。的取值将随

之翻倍．这就解释了文献【1]中“大数”A和最大“小数”

C。的关系．

其次，定理1和定理2的结论也可解释文献[1】中

lg(c。／I a I)关于lg a I的分段线性关系，以及由此

得到的“大数吃小数”的近似界限公式(结论1～结论3)．

由上述分析，当Ca固定时，Ca,n的取值在eo-n和2。“一

2‘。⋯之间变化，这2个值十分接近，在数值试验中很

难区分，因此文献[1]得到了c。．。的一个统一的近似计

算公式．取此2值中的任意一个，如c。=2。，便可

解释文献[1】的数值试验结果．容易计算得
／
e-n

＼

lg(c。／1 o 1)=lgI■毛j=一lg【s。【一n192(3)
＼l s。I．2 ／

下面以式(3)为基础，对文献[1】的数值试验结果从以

下3个方面进行解释：

1)lgI a 1分段区间长度的验证：由式(3)可见，

lg(c。。／l a 1)的值与e。无关，说明它是一个关于lgl a

的分段周期函数，区间段为[192。，lg 2 4)(e。∈Z)，每

个区间段长度均为
e+l e．

19 2。一lg 2。=lg 2—0．301

2)分段区间内lg(c。。／I a 1)函数值变化的验证：

由式(3)，在每个区间段[19 2。，lg 2‘。‘)内，当f s。f的

取值由(1．00⋯0)：增大至(1．1l⋯1)：时，可得lg(c。。／
a f)在[-nlg 2，一(叶1)lg 2)内单调递减．如，在机器

双精度下，由站=53[51可计算出lg(c。／』口J)应在

[一15．955，一16．256)内单调递减，这解释了文献【1】表1

中区间顶点纵坐标的试验结果．

3)分段区间内lg(c。。／I a 1)与lgl o I线性关系的

验证：因为

lgl a I=lg(I s。I·2。)=lgl s。I+e。lg 2

结合式(3)得

lg(c。．。／1 a I)=一191 a I+e。lg 2一nlg 2 (4)

由上述分析，式(4)中的e。lg 2应为n所在区间左顶

点横坐标，因此，式(4)可变为

lg(c。．。／I a 1)=一(19l a 1—0．301k)一n192

k=floor(19l a I／0．301) (5)

由式(5)可见，在任一区问[192‘，192‘4“)内，lg(c。／l a{)

为关于lgl a I斜率为一1的线性函数，这可解释文献

【1]图1中19(巴／A)关于lg A的分段线性关系，以及

表1的拟合斜率．从而进一步解释了文献[1]的近似

计算公式。

3结论

通过对计算机内部规范化二进制浮点数的存储

以及相加过程进行研究，为两同号数相加的“大数吃

小数”现象给出了严格的理论界限，结论适用于任意

机器精度及计算机语言，可为实际数值计算中避免出

现此类现象提供理论依据．但是，本研究只讨论了两

同号数相加的情况，对于异号数相加和非规范化数的

情况，由于相加过程非常复杂，尚未得到结论，今后

希望将研究推广至这2种情况，得到更为完善的理

论体系．
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